Analiza funkcjonalna
Lista 1 (przestrzenie liniowe)

Zad 1. Sprawdzié¢, czy podany zbior funkcji rzeczywistych F wraz z dzialaniami okreslo-
nymi punktowo stanowi przestrzen liniowg

a) '={z:R — R : z(t) funkcja niemalejaca}, b) F={z:[0,7 —-R:z(1) =0}
c) F={z:][-4,3] = R:z(0) =1}, d) F={z:R->R:z(t+1)==x(t), t € R}
e) F={x:R — R: x(t) funkcja okresowa}, f) F={z:R — R: z(t) funkcja stala}.

Zad 2. Niech K oznacza cialo liczbowe R lub C. Pokazaé¢, ze podane zbiory funkcji
stanowia przestrzenie liniowe nad K:

B(Q)) ={z:Q — K :sup,y |z(t)| < oo}, gdzie Q dowolny zbior,
C(Q) ={z: Q2 — K: z(t) funkcja ciaglta}, gdzie Q przestrzen topologiczna,
BC(Q2) ={z: Q — K : z(t) funkcja ciagta i ograniczona}, ) prz. topologiczna,
Ho(Q) ={2:Q—K:3550 Visea |2(t) — 2(s)| < L|t — s|*}, gdzie @ C K, a > 0.
Zad 3. Niech k € N. Uzasadni¢, ze
C®([a,b]) = {x : [a,b] — R : pochodne ', 2", ..., 2" istniejg i 2 jest ciagla na [a,b]}
jest przestrzenia wektorowa nad R.

Zad 4. Niech ) bedzie otwartym (niepustym) podzbiorem plaszczyzny zespolonej C.
Uzasadni¢, ze

H(Q) ={x:Q — C: z jest funkcja holomorficznag na Q}
jest przestrzenia wektorowa nad C.

Zad 5. Wykazaé¢, ze podane zbiory ciagébw o wyrazach w ciele K, wraz z dziataniami
okreslonynmi po wspoélrzednych, stanowia przestrzenie wektorowe nad K:

loo = {x = (2(1),2(2),2(3), ...) : supgen ()]},

b, ={x = (2(1),2(2),2(3),...) : Dopey (k)P < 00}, p € (0,00),

c={zr = (z(1),2(2),2(3),...) : limy_, x(k) istnieje},

co ={z = (z(1),2(2),z(3),...) : imy_ x(k) = 0}.
Zad 6. Udowodni¢, ze dla dowolnych 0 < p < ¢ < oo zachodzg inkluzje

l, Cly CcyCeClx

oraz zadnej z nich nie mozna zastapi¢ roéwnoscia.
Zad 7. Niech p bedzie miara dodatnia na o-ciele ¥ podzbiorow zbioru 2 oraz p € (0, 00).
Udowodni¢, ze przestrzeniami wektorowymi nad K sa

L,(2,%5, 1) ={x: Q — K: z funkcja mierzalna i / |z|P dp < 400},
Q

oraz
Lol Q3 p0) = {20 — K : supess,q [2(8)] < +o0},
gdzie

sup ess;cq |2(t)| = inf{M > 0 : |z(t)] < M dla prawie wszystkich ¢t € Q}.



