
Analiza funkcjonalna

Lista 1 (przestrzenie liniowe)

Zad 1. Sprawdzi¢, czy podany zbiór funkcji rzeczywistych F wraz z dziaªaniami okre±lo-
nymi punktowo stanowi przestrze« liniow¡

a) F = {x : R → R : x(t) funkcja niemalej¡ca}, b) F = {x : [0, 7] → R : x(1) = 0}

c) F = {x : [−4, 3] → R : x(0) = 1}, d) F = {x : R → R : x(t + 1) = x(t), t ∈ R}
e) F = {x : R → R : x(t) funkcja okresowa}, f) F = {x : R → R : x(t) funkcja staªa}.
Zad 2. Niech K oznacza ciaªo liczbowe R lub C. Pokaza¢, »e podane zbiory funkcji
stanowi¡ przestrzenie liniowe nad K:

B(Ω) = {x : Ω → K : supt∈X |x(t)| < ∞}, gdzie Ω dowolny zbiór,

C(Ω) = {x : Ω → K : x(t) funkcja ci¡gªa}, gdzie Ω przestrze« topologiczna,

BC(Ω) = {x : Ω → K : x(t) funkcja ci¡gªa i ograniczona}, Ω prz. topologiczna,

Hα(Ω) = {x : Ω → K : ∃L>0 ∀t,s∈Ω |x(t)− x(s)| ≤ L|t− s|α}, gdzie Ω ⊂ K, α > 0.

Zad 3. Niech k ∈ N. Uzasadni¢, »e

C(k)([a, b]) = {x : [a, b] → R : pochodne x′, x′′, ..., x(k) istniej¡ i x(k) jest ci¡gªa na [a, b]}

jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad R.

Zad 4. Niech Ω b¦dzie otwartym (niepustym) podzbiorem pªaszczyzny zespolonej C.
Uzasadni¢, »e

H(Ω) = {x : Ω → C : x jest funkcj¡ holomor�czn¡ na Ω}

jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad C.

Zad 5. Wykaza¢, »e podane zbiory ciagów o wyrazach w ciele K, wraz z dziaªaniami
okre±lonynmi po wspóªrzednych, stanowi¡ przestrzenie wektorowe nad K:

`∞ = {x = (x(1), x(2), x(3), ...) : supk∈N |x(k)|},

`p = {x = (x(1), x(2), x(3), ...) :
∑∞

k=1 |x(k)|p < ∞}, p ∈ (0,∞),

c = {x = (x(1), x(2), x(3), ...) : limk→∞ x(k) istnieje},

c0 = {x = (x(1), x(2), x(3), ...) : limk→∞ x(k) = 0}.
Zad 6. Udowodni¢, »e dla dowolnych 0 < p < q < ∞ zachodz¡ inkluzje

lp ⊂ lq ⊂ c0 ⊂ c ⊂ l∞

oraz »adnej z nich nie mo»na zast¡pi¢ równo±ci¡.

Zad 7. Niech µ b¦dzie miar¡ dodatni¡ na σ-ciele Σ podzbiorów zbioru Ω oraz p ∈ (0,∞).
Udowodni¢, »e przestrzeniami wektorowymi nad K s¡

Lp(Ω, Σ, µ) = {x : Ω → K : x funkcja mierzalna i

∫
Ω

|x|p dµ < +∞},

oraz
L∞(Ω, Σ, µ) = {x : Ω → K : sup esst∈Ω |x(t)| < +∞},

gdzie

sup esst∈Ω |x(t)| = inf{M > 0 : |x(t)| ≤ M dla prawie wszystkich t ∈ Ω}.


